. estudos, Goiania, v. 41, n. 1, p. 19-31, jan./mar. 2014.

APLICACOES SOBRE

MATRIZES - MOVIMENTACAO
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Resumo: o ensino de matemdtica é permeado de perguntas do tipo “Onde
vou usar este contevdo?” O presente trabalho tem a intengdo de mostrar al-
gumas das aplicacoes do contetido matrizes, apresentado aos alunos no ensi-
no médio, dando uma énfase maior a aplicagcdo de matrizes na movimenta¢do
de um brago robdtico, por meio dos pardmetros de Denavit e Hatenberg, o
que pode tornar o contevido mais atrativo e motivador, levando o aluno(a) a
um maior interesse pelos estudos.

Palavras-chave: Matemadtica. Matrizes. Braco Robdtico.
Denavit-Hatenberg.

lém de tentar responder a pergunta, deve-se observar que, a

matematica tem funcdo de estimular o raciocinio 16gico dedutivo,

0 que ajuda na tomada de decisdes, como reflete os Parametros
Curiculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM, 2000, p. 40):

A Matemdtica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desem-
penha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para
a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas.

Assim, pode-se observar que a matematica deve ter um papel de grande
relevancia no que diz respeito a formacdo do ser humano, dando condi¢des
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a ele de interpretar dados apresentados, relatorios, graficos, planilhas etc. Mas essa
formacao passa pela desmistificacdo de que a matematica ¢ uma disciplina de dificil
compreensdo, os conceitos e sua significagdo devem ser (re)construidos, como diz
Moura (2005, p. 12):

é preciso muito mais do que informar, repetir e aplicar os conceitos em exercicios para dar
vida e subjetividade a aprendizagem de matematica, ¢ preciso destituir-se do formalismo, do
rigor da linguagem, da rigidez das regras e deixar que as criangas se sintam desafiadas a
terem as suas elaboragoes. O cuidado com a relagdo forma e conteudo do conceito requer que
a elaboragdo da linguagem esteja intimamente relacionada ao significado do conteudo. Os
conteudos do conceito, o encontram na sua historia, mas o aluno para aprendé-lo deve dar a
este, significados que lhe facam sentido, caso contrario, ndo o compreende, apenas o

memoriza e o repete de forma fragmentada de seu pensamento.

Essa construgdo de conceitos e desmistificagdo do ensino de matematica, passa
a ter mais significado, se o conteudo for motivador, ou seja, for relevante para o
aluno de forma que ele possa utilizar o conteudo na sua vida cotidiana ou que tenha
resultados aplicados, e essa relevancia passa por uma reformulagdo no curriculo de
matematica, que estd ha muito ultrapassado, como diz D" Ambrosio (1996, p. 59):

E muito dificil motivar com fatos e situa¢bes do mundo atual uma ciéncia que foi
criada e desenvolvida em outros tempos em virtude dos problemas de entdo, de uma
realidade, de percepgies, necessidades e urgéncias que nos sdo estranhas. Do ponto de
vista de motivagdo contextualizada, a matemadtica que se ensina hoje nas escolas é morta.
[...] Interessa a crianga, ao jovem e ao aprendiz em geral aquilo que tem apelo as suas
percepgoes materiais e intelectuais mais imediatas. [...] Quando digo ‘mais imediatas’ ndo
estou me referindo apenas ao utilitario. Mas, igualmente, e acho isso muito importante, ao

desafio intelectual.

Nao ¢ objetivo deste trabalho apontar que ¢ necessario apenas ensinar as quatro
operagdes ou que com regra de trés se resolvem todos os problemas do mundo, mas
sim, buscar aplica¢des dos contetdos ensinados, de forma que os mesmos se tornem
mais atrativos e motivadores/desafiadores para os alunos, pois quando a motivacao
de aprender vem de dentro para fora. Torna-se muito mais interessante tanto para os
professores, como para os alunos. De encontro a isso, Charlot (2000, p. 54) ressalta
que:

A criang¢a mobiliza-se, em uma atividade, quando investe nela, quando faz uso de si mesma
como de um recurso, quando é posta em movimento por mobeis que remetem a um desejo, um
sentido, um valor. A atividade possui, entdo, uma dindmica interna. Nao se deve esquecer,
entretanto, que essa dindmica supée uma troca com o mundo, onde a crianga encontra metas

desejaveis, meios de agdo e outros recursos que ndo ela mesma.

Para tentar buscar essa motivagdo interna, ¢ que devem ser associadas ao
ensino de matematica na medida do possivel, aplicagdes do contetido ensinado, como
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objetivo de motivar os alunos com tais aplicacdes, mostrando-lhes a utilizacao
conteddos no dia a dia ou com resultados praticos, palpéveis.

E notdrio que a matemética estd presente em nosso dia a dia, e na maioriz
vezes, tem-se dificuldade em aplicd-la a determinados contetidos, ou em o1
palavras, o nivel de conhecimentos matemdticos necessdrios para fazer
modelagem é mais avancada do que o nivel ao qual se pode aplicar o conte
Logo, a chamada modelagem matemdtica, que € criar problemas com aq
situacdo, torna-se invidvel. Para Edwards e Hamsom (1990, p. 277), um mode
uma forma simplificada de representar determinados aspectos de um sistema re:
Swetz (1992, p. 45) estende esse conceito para modelo matemético, quands
principios do modelo tedrico tém uma base matemdtica, diz-se que se criou
modelo matemadtico. J& Skovsmose (1990, p. 765) aponta os modelos mateméa
como argumentos que servem a tomada de decisoes.

DEFINICAO DE MATRIZES

Uma matriz pode ser definida como sendo uma cole¢do de objetos (valc
organizados em forma de filas, que sdo chamadas de linhas e colunas. Para cad:
desses objetos € indicado uma linha e uma coluna a qual ele pertence, st
representado como i sendo linha e j coluna.

Para Gentil (1998, p. 120), “O crescente uso dos computadores tem feito
que a teoria sobre matrizes encontre cada vez mais aplicagdes em setores tais ¢
Economia, Engenharia, Matematica, Tecnologia etc.” O que abre horizontes
calculos mais avangados com o uso da tecnologia.

A obra Nove capitulos sobre a arte matemdtica, que data de 250 a.C. € umz
mais antigas obras que traz o desenvolvimento da teoria sobre matrizes, mas
define suas operagdes como adi¢cdo e multiplicacdo. Essas defini¢des foram f
pelo estudante inglés Arthur Cayley (1821 - 1895), o que impulsionou a formaca
que se chama de Algebra Matricial.

De forma geral, as matrizes sdo representadas por letras maitsculas e
elementos por letras mindsculas acompanhadas de indices que representam a linh
e a coluna (j) em que elas estdo. Assim, uma matriz C do tipo m x n, ond
representa a quantidade de linhas e n a quantidade de colunas da matri
representada por:

n |
Cll C12 C13 Cln
€y Cp Cp3 Can
C=
Cs1 Cp Cgp Can
le Cm2 Cm3 Cmn - [Cii‘] .
. ¥ | outra representacdo pode ser C = L Wim-

Foram definidas operacdes, como adi¢do, subtragdo e multiplicacdo alér
propriedades operatérias, e também matrizes especiais para as mais dive
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aplicacdes. Abordar-se-4 apenas a multiplicacio pois, essa operacdo € que define os
parametros de Denavit-Hatenberg.

Cada um dos elementos da multiplicacio entre duas matrizes se da pelo
somatorio dos produtos dos elementos correspondentes a i-ésima linha da primeira
matriz € a j-ésima coluna da segunda matriz. Dada essa relacdo, a condicdo
necessdria e suficiente para que a multiplicacdo exista, € que o nimero de colunas da
primeira matriz seja igual ao numero de linhas da segunda matriz.

Ou seja, sendo as matrizes A nx, € Bpxn € C = A.B, tem-se que C,, x .. Nota-se
um fato importante que A.B ¢ B.A, pois o produto B.A ndo esta definido, pois m ® p.

APLICACOES

Especificamente sobre o contetido matrizes, t€ém-se dificuldades em modelar
certos problemas, pois na maioria das vezes, exige-se um conhecimento mais
apurado sobre esse assunto.

Porém, algumas aplicacdes de matrizes sdo consideradas simples, pois basta
aplicar conceitos e propriedades e a modelacdao logo estd completa. A criptografia,
segundo Lima (2014, p. 01) € a ciéncia que estuda as formas e técnicas de cifrar
informacdes, ou seja, tornd-las ininteligiveis aos que ndo tem acesso as convengoes
previamente combinadas ou os chamados cddigos chave. Usando matrizes para
codificar e decodificar uma mensagem, deve-se definir um par de matrizes sendo a
matriz (A) e sua inversa (A™"), sendo que todos seus elementos sdo nimeros inteiros.

A Matriz de Leslie ou modelo de Leslie, € mais uma das inimeras aplicacoes
de matrizes, que € muito utilizada para descrever o crescimento da populacdo,
designadamente estudar o crescimento populacional, ou seja, projetar a populacio e
calcular o valor reprodutivo que € feito com os modelos matriciais. Essa populacdo é
dividida em grupos separados por faixas etdrias e associados a matrizes.

A Cadeia de Markov ou Processo de Markov{X;} é um processo estocastico
que, dado o valor de X,, os valores de X, para s > t ndo sdo influenciados pelos
valores de X,, onde u < t. Ou seja, esse processo independe dos valores anteriores
obtidos. A andlise de uma Cadeia de Markov, tem como principal caracteristica o
célculo das probabilidades de transi¢io em n passos {P™}. Entéo, t¢ém-se as matrizes

do tipo P™ = IP; Il ,onde i e j representam a passagem do estado i para j.

Existe uma infinidade de aplicacdes que poderiam ser citadas aqui, mas sera
dada uma énfase para a determinacdo do modelo de Denavit-Hatenberg, que associa
a obtencao de parametros para movimentacao e determinacao da posi¢ao final de um
braco robético definido pelo produto de matrizes.

Para obter esses parametros, € necessdrio apresentar alguns conceitos de fisica
e robdtica, pois todos estdo interligados.

CINEMATICA DIRETA

Cinemitica € o ramo da fisica que se ocupa da descricdo dos movimentos dos
COrpos, sem se preocupar com suas causas.
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Aqui, sera enfatizado o conceito de cinematica direta que trata do controle da
posi¢do, velocidade, aceleragdo e todas as situacdes que relacionarem com a posi¢ao
de um manipulador ou ferramenta (garra, guincho, braco mecanico) no espago. A
partir da fixacdo de sistemas de referéncias em todas as juntas do manipulador,
podemos tragar trajetorias, controlar movimentos, determinar um espago de trabalho
possivel, e sua posi¢do final, considerando algumas variaveis, tais como: juntas,
posicdo, angulo, orientagdo da ferramenta e determinar uma relacao entre elas.

O resultado da cinematica direta de um braco robotico ¢ diferente para cada
tipo de robd, pois a cada par de elos, ¢ conectado por juntas que podem ser
prismaticas ou de revolugdo, com medidas diferentes, o que resultard em movimentos
e posicoes finais diferentes.

Todo braco robotico ¢ um conjunto de elos conectados em cadeia, por juntas
que fazem conex@o entre par de elos vizinhos, esses sdo numerados a partir da base,
ou parte imovel do braco, que ¢ numerado como elo 0. Elo ¢ considerado apenas um
corpo rigido, que tem atributos como, material, resisténcia, peso etc, que define a
relacdo entre os eixos de duas juntas vizinhas de um bragco robotico, onde os eixos
das juntas sdo linhas no espaco ou vetores de dire¢do, em torno do qual o elo i,
rotaciona em relagdo ao eloi -1.

Tomando como base dois eixos no espaco tridimensional, podemos obter um
segmento de reta perpendicular aos dois eixos simultaneamente ligando o eixo i -1 ao
eixo 1, ao longo do qual obtemos a medida do elo, que ¢ definido como a; - ;.
Projetando os eixos i — 1 e 1, no plano normal, que corresponde ao segmento de
medida a; _ ;, obtemos o angulo ai,;, por ser medido em torno do eixo i — 1, que
representa a tor¢ao do elo.

Eixoi-1 Eixo i

Juntai-1

Figura 1: Junta e eixos
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DESCRICAO DA CONEXAO DE ELOS

Os elos intermediarios da cadeia t€ém um eixo de junta comum aos dois. A
distancia de um elo para o proximo da cadeia ¢ denominada deslocamento de elo e ¢
representada por di, por se tratar do deslocamento em relacdio ao eixo i. Esse
deslocamento gera uma rotacdo em torno desse eixo comum, que, por conseguinte,
forma um angulo chamado g;.

Figura 2: Conexao de elos

Analisando o primeiro e o ultimo elo da cadeia, pode-se obter as seguintes

conclusdes:

e O comprimento de elo (a;) e ator¢do (a;) dependem dos eixos de juntasiei+ 1.

e Por convencao, nas extremidades da cadeia tem-se: ap=a,=0,0 edy=d,=0,0

e Os deslocamentos de elo (di) e o angulo de junta 6 gi estdo bem definidos de 2 an
-1 juntas.

e Sendo a junta do tipo rotacional, a posi¢do zero para 6 gi ¢ escolhida
arbitrariamente e o deslocamento de elo d; = 0.

e Sendo a junta do tipo prismatica, a posi¢ao zero para di, escolhida arbitrariamente
e 6 gi=0.

Para cada elo da cadeia de um brago robdtico, assim como, de qualquer
manipulador robdtico, temos 4 valores que sdo fundamentais para determinar sua
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area de trabalho. Esses valores sdo identificados de forma que dois deles estdo no elo
analisado e os outros dois nas conexdes com os elos vizinhos. Sdo eles: o
comprimento do elo (a;), a tor¢cdo do elo (ai), o deslocamento do elo (di) e o angulo de
junta 6qi. Esses sdo os parametros utilizados na Notacdo de Denavit-Hartenberg,
para a determinacao dos movimentos de um brago robotico.

CONVENCAO PARA FIXACAO DOS SISTEMAS DE REFERENCIA AOS ELOS

Para cada elo da cadeia, deve-se fixar um sistema de referéncia, que deve ser
identificado de acordo com o elo em que esta fixado, ou seja, o sistema de referéncia
{ 1} deve estar rigidamente ficado no elo i. Dai tem-se que o eixo Z, fixado no

sistema { i } serd denominado Z; e deve ser coincidente com o eixo da junta i. O

A

eixo X ¢é fixado ao longo de a; na diregdo da junta i paraajuntai+ 1 e oeixo Y é

determinado pela Regra da Mao Direita, para completar o i-ésimo sistema de
referéncia.

Figura 3: Elos intermediarios da cadeia

Sendo os sistemas de referéncia dos elos, fixados de acordo com a convencgao,
as seguintes defini¢des de parametros dos elos serdo validas:

+ a éadistinciaentre Z; e Z,,,, que é medida ao longo do eixo X.

« aéoangulode Z; e Z,, que é medida ao longo do eixo X;.
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« diéadistanciade X, | a X;, que é medida ao longo do eixo Z,.

* @i ¢oangulode X LaX .» que ¢ medida ao longo do eixo 2,-.

Assim sendo, pode-se determinar um procedimento para fixar o sistema de
referéncia.

1. Identifique os eixos das juntas e desenhe retas ao longo deles. Para as etapas
2 até 5, considere duas dessas retas vizinhas, ou seja, pertencem aos €ixos i €
1+ 1, por exemplo.

2. Identifique a perpendicular comum entre eles ou o ponto de intersecgao.
Atribua a origem do sistema de referéncia do elo ao ponto de interseccdo ou
ao ponto onde a perpendicular comum, encontra-se com 0 i-€simo eixo.

3. Defina o eixo de Z; apontando ao longo do i-ésimo eixo de junta.
4. Defina o eixo X, apontando ao longo da perpendicular comum.

5. Defina o eixo );, para completar o sistema de coordenadas, utilizando a regra
da mao direita.

6. Atribua { 0 } para que se equipare a { 1 } quando a primeira variavel de junta
for zero. Para { n }, escolha uma localizagdo para a origem e direcio b's s

livremente, em geral de forma que o méaximo possivel de pardmetros de
acoplamento sejab{ 0 }.

Exemplo: Brago planar de trés elos, com trés juntas rotacionais - Mecanismo RRR
(3R).

Figura 4: Mecanismo do tipo 3R
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Atribuindo o sistema de referéncia aos elos do mecanismo e definindo os

parametros de Denavit-Hatenberg, tem-se:

Definir o sistema de referéncia fixo { 0 }: fixo na base se alinha com sistema
de referéncia { 1 }, quando a primeira variavel de junta (q;) ¢ zero.

Posicionar { 0 } como na figura 2 com 20 alinhado com o eixo de junta I.
Para esse brago, todos os eixos de junta sdo orientados de modo perpendicular
ao plano do brago.

Como este brago situa-se num plano com todos os z paralelos, ndo ha
deslocamento de elo, ou seja, todos os d; sdo iguais a zero.

Todas as juntas sdo rotacionais entdo em 0°, todos os eixos se alinham.

Como os eixos juntas sdo paralelos, entdo os eixos 7 estio apontados para
fora do papel, ou seja, a; = 0.

Figura 5: Colocagdo do sistema de referéncia, no mecanismo do tipo 3R

Analisando a figura 3, obtém-se a seguinte tabela de parametros.

Tabela 1: Parametros obtidos do mecanismo 3R

| ai ai d; Qi
1 0 0 0 qQi
2 1y 0 Q2
3 0 1, 0 gs
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Pelo prisma da cinemadtica, temos pelo entendimento de que sempre vai
terminar em um sistema de referéncia, cuja origem estd no ultimo eixo de junta.
Temos ainda que 13 ndo aparecerd nos parametros de elos.

I3

Figura 6: Colocacao do sistema de referéncia, no mecanismo do tipo 3R

A CINEMATICA DOS MANIPULADORES

De forma geral, a transformacdo que relaciona os sistemas de referéncias
fixados a elos vizinhos produz uma ligacdo entre as transformacdes individuais para
encontrar a posi¢do e a orientagdo do elo n com relagdo ao elo 0. Para se construir a
transformagdo que define o sistema de referéncia { 1 } em relacdo ao sistema de
referéncia { 1— 1 }, deve-se determinar os quatro parametros dos elos, aj, d;, a; € q;.

Para um dado Robd, a transformacgdo se torna apenas funcdo de uma varidvel,
pois todas as outras sdo fixadas pelo préoprio projeto do Robd. Para cada um dos
sistemas de referéncia que sdo fixados para cada elo, sdo encontrados n
subproblemas "iT e cada um deles é desmembrado em quatro outros problemas,

onde s0 existe a dependéncia de apenas um parametro.
Define-se ainda, trés sistemas de referéncia intermedidrios para cada elo: { P },

{Qle{R}.
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Eixoi-1 Eixo i

Figura 7: Colocagdo do sistema de referéncia intermedidrio

A A

Os eixos X e Z sdo apresentados de forma que possa ficar mais claro a
demonstracdo dos passos do projeto e todo seu sistema de orientagdo. A partir disso,
obtém-se as seguintes consideracoes:

e { R }diferede {1i—1 } somente por uma rotacdo de a;_.
e {Q}difere de { R }, por uma translacdo a;_.

e { P }diferede { Q }, por uma rotagdo q;.

e {1} difere de { P }, por uma translacdo d..

Dessa forma, temos que a transformacdo que os vetoresde {1} para {i—1 } é:

i71P=i7éT'£T'§T'P,‘T'iP , onde i71iT=i7$T'gT'gT'};T , onde essa
transformacao € data pelo produto de matrizes quadradas de ordem 4, assim sendo, a
resultante também serd uma matriz quadrada de ordem 4, que pode ser reescrita na

forma expandida por:

cos0, —send, 0
i1 senf;cosa;_, cosB;cosa;_; —sena;_;
! send sena,_, cosBsena,_, —cosq;_,

0 0 0

Que € a matriz dos parametros de Denavit e Hatenberg, que determina a
movimentacdo e a posi¢do final de um brago robdtico. Do tipo 3R, ou seja, trés
juntas rotacionais, que determinaréd a posi¢ao final do braco robético, quando forem
atribuidos os parametros.
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CONCLUSAO

Conclui-se, entdo que, a movimentagdo ¢ o posicionamento de um brago
robotico além de ser interdisciplinar, trabalham-se também os conceitos de Fisica, na
parte de Cinematica Direta. E mais uma aplica¢do no ensino de matrizes que pode ser
utilizada, como ferramenta para motivar os alunos a participar das aulas e se
interessar mais pelo contetdo.

Nota-se que com um pouco de determinacdo e pesquisa, € possivel trabalhar
conteudos ditos de dificil modelagdo matematica, de forma a fazer com que o
interesse dos alunos pelo estudo venha de dentro para fora, tornando-se assim mais
prazeroso o estudo.

APPLICATIONS ABOUT MATRIX - MOVEMENT OF A ROBOTIC ARM

Abstract: the teaching of math is permeated of question like "where am i going
to use this content?" and this work has the intention of showing some aplications of
the matrices content, submitted to the students of high school, giving more emphasis
to the aplication of matrix on the movimentation of the robotic arm by the
parameters of Denavit and Hatenberg. And this can become the most atractive and
motivational content ever, giving more interest for the study.

Keywords: Math. Matrices. Robotic Arm. Denavit-Hatenberg.
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