
1919

es
tu

do
s,

 G
oi

ân
ia

, v
. 4

1,
 n

. 1
, p

. 1
9-

31
, j

an
./m

ar
. 2

01
4.
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Resumo: o ensino de matemática é permeado de perguntas do tipo “Onde 
vou usar este conteúdo?” O presente trabalho tem a intenção de mostrar al-
gumas das aplicações do conteúdo matrizes, apresentado aos alunos no ensi-
no médio, dando uma ênfase maior à aplicação de matrizes na movimentação 
de um braço robótico, por meio dos parâmetros de Denavit e Hatenberg, o 
que pode tornar o conteúdo mais atrativo e motivador, levando o aluno(a) a 
um maior interesse pelos estudos.

Palavras-chave: Matemática. Matrizes. Braço Robótico. 
Denavit-Hatenberg.

 

A lém de tentar responder à pergunta, deve-se observar que, a 
matemática tem função de estimular o raciocínio lógico dedutivo, 
o que ajuda na tomada de decisões, como reflete os Parâmetros 

Curiculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM, 2000, p. 40):

A Matemática no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a 
estruturar o pensamento e o raciocínio dedutivo, porém também desem-
penha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para 
a vida cotidiana e para muitas tarefas específicas em quase todas as 
atividades humanas.

Assim, pode-se observar que a matemática deve ter um papel de grande 
relevância no que diz respeito à formação do ser humano, dando condições

APLICAÇÕES SOBRE 
MATRIZES - MOVIMENTAÇÃO 
DE UM BRAÇO 
ROBÓTICO*
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a ele de interpretar dados apresentados, relatórios, gráficos, planilhas etc. Mas essa
formação passa pela desmistificação de que a matemática é uma disciplina de difícil
compreensão, os conceitos e sua significação devem ser (re)construídos, como diz
Moura (2005, p. 12): 

é preciso muito mais do que informar, repetir e aplicar os conceitos em exercícios para dar
vida e subjetividade à aprendizagem de matemática, é preciso destituir-se do formalismo, do
rigor da linguagem, da rigidez das regras e deixar que as crianças se sintam desafiadas a
terem as suas elaborações. O cuidado com a relação forma e conteúdo do conceito requer que
a elaboração da linguagem esteja intimamente relacionada ao significado do conteúdo. Os
conteúdos do conceito, o encontram na sua história, mas o aluno para aprendê-lo deve dar a
este,  significados  que  lhe  façam  sentido,  caso  contrário,  não  o  compreende,  apenas  o
memoriza e o repete de forma fragmentada de seu pensamento.

Essa construção de conceitos e desmistificação do ensino de matemática, passa
a ter mais significado, se o conteúdo for motivador, ou seja, for relevante para o
aluno de forma que ele possa utilizar o conteúdo na sua vida cotidiana ou que tenha
resultados aplicados, e essa relevância passa por uma reformulação no currículo de
matemática, que está há muito ultrapassado, como diz D´Ambrósio (1996, p. 59):

É muito difícil  motivar  com  fatos  e  situações  do  mundo  atual  uma  ciência  que  foi
criada  e desenvolvida  em  outros  tempos  em  virtude  dos  problemas  de  então,  de  uma
realidade,  de percepções,  necessidades  e  urgências  que  nos  são  estranhas.  Do  ponto  de
vista  de  motivação contextualizada, a matemática que se ensina hoje nas escolas é morta.
[...]  Interessa  à  criança,  ao jovem e ao aprendiz  em geral  aquilo  que tem apelo  às suas
percepções materiais e intelectuais mais imediatas.  [...]  Quando  digo  ‘mais  imediatas’  não
estou  me  referindo  apenas  ao  utilitário.  Mas, igualmente, e acho isso muito importante, ao
desafio intelectual.

Não é objetivo deste trabalho apontar que é necessário apenas ensinar as quatro
operações ou que com regra de três se resolvem todos os problemas do mundo, mas
sim, buscar aplicações dos conteúdos ensinados, de forma que os mesmos  se tornem
mais atrativos e motivadores/desafiadores para os alunos, pois quando a motivação
de aprender vem de dentro para fora. Torna-se muito mais interessante tanto para os
professores, como para os alunos. De encontro a isso, Charlot (2000, p. 54) ressalta
que:

A criança mobiliza-se, em uma atividade, quando investe nela, quando faz uso de si mesma
como de um recurso, quando é posta em movimento por móbeis que remetem a um desejo, um
sentido, um valor.  A atividade possui, então, uma dinâmica interna. Não se deve esquecer,
entretanto, que essa dinâmica supõe uma troca com o mundo, onde a criança encontra metas
desejáveis, meios de ação e outros recursos que não ela mesma.

Para  tentar  buscar  essa  motivação  interna,  é  que  devem ser  associadas  ao
ensino de matemática na medida do possível, aplicações do conteúdo ensinado, como
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Aqui, será enfatizado o conceito de cinemática direta que trata do controle da
posição, velocidade, aceleração e todas as situações que relacionarem com a posição
de um manipulador ou ferramenta (garra,  guincho, braço mecânico) no espaço. A
partir  da  fixação  de  sistemas  de  referências  em todas  as  juntas  do  manipulador,
podemos traçar trajetórias, controlar movimentos, determinar um espaço de trabalho
possível,  e  sua  posição  final,  considerando  algumas  variáveis,  tais  como:  juntas,
posição, ângulo, orientação da ferramenta e determinar uma relação entre elas.

O resultado da cinemática direta de um braço robótico é diferente para cada
tipo  de  robô,  pois  a  cada  par  de  elos,  é  conectado  por  juntas  que  podem  ser
prismáticas ou de revolução, com medidas diferentes, o que resultará em movimentos
e posições finais diferentes. 

Todo braço robótico é um conjunto de elos conectados em cadeia, por juntas
que fazem conexão entre par de elos vizinhos, esses são numerados a partir da base,
ou parte imóvel do braço, que é numerado como elo 0. Elo é considerado apenas um
corpo rígido, que tem atributos como, material, resistência,  peso etc, que define a
relação entre os eixos de duas juntas vizinhas de um braço robótico, onde os eixos
das juntas são linhas no espaço ou vetores de direção,  em torno do qual o elo i,
rotaciona em relação ao elo i -1.

Tomando como base dois eixos no espaço tridimensional, podemos obter um
segmento de reta perpendicular aos dois eixos simultaneamente ligando o eixo i -1 ao
eixo  i,  ao  longo do  qual  obtemos  a  medida  do  elo,  que  é  definido  como ai  –  1.
Projetando os eixos i – 1 e i,  no plano normal,  que corresponde ao segmento de
medida ai  –  1,  obtemos o ângulo ai-1,  por ser medido em torno do eixo i – 1, que
representa a torção do elo.

Figura 1: Junta e eixos
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DESCRIÇÃO DA CONEXÃO DE ELOS

Os elos intermediários da cadeia têm um eixo de junta comum aos dois. A
distância de um elo para o próximo da cadeia é denominada deslocamento de elo e é
representada  por  di,  por  se  tratar  do  deslocamento  em  relação  ao  eixo  i.  Esse
deslocamento gera uma rotação em torno desse eixo comum, que, por conseguinte,
forma um ângulo chamado qi. 

Figura 2: Conexão de elos

Analisando o primeiro e o último elo da cadeia,  pode-se obter  as seguintes
conclusões:
• O comprimento de elo (ai) e a torção (ai) dependem dos eixos de juntas i e i + 1.
• Por convenção, nas extremidades da cadeia tem-se: a0 = an = 0,0 e d0 = dn = 0,0
• Os deslocamentos de elo (di) e o ângulo de junta θ qi estão bem definidos de 2 a n

-1 juntas.
• Sendo  a  junta  do  tipo  rotacional,  a  posição  zero  para θ qi  é  escolhida

arbitrariamente e o deslocamento de elo di = 0.
• Sendo a junta do tipo prismática, a posição zero para di, escolhida arbitrariamente

e θ  qi = 0.

Para  cada  elo  da  cadeia  de  um  braço  robótico,  assim  como,  de  qualquer
manipulador robótico,  temos 4 valores  que são fundamentais  para determinar  sua
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área de trabalho. Esses valores são identificados de forma que dois deles estão no elo
analisado  e  os  outros  dois  nas  conexões  com  os  elos  vizinhos.  São  eles:  o
comprimento do elo (ai), a torção do elo (ai), o deslocamento do elo (di) e o ângulo de
junta θ qi.  Esses  são os parâmetros  utilizados na Notação de Denavit-Hartenberg,
para a determinação dos movimentos de um braço robótico.

CONVENÇÃO PARA FIXAÇÃO DOS SISTEMAS DE REFERÊNCIA AOS ELOS

Para cada elo da cadeia, deve-se fixar um sistema de referência, que deve ser
identificado de acordo com o elo em que está fixado, ou seja, o sistema de referência
{ i } deve estar rigidamente ficado no elo i. Daí tem-se que o eixo  Ẑ , fixado no
sistema { i } será denominado  ˆ

iZ  e deve ser coincidente com o eixo da junta i. O

eixo X̂  é fixado ao longo de ai na direção da junta i para a junta i + 1 e o eixo Ŷ  é
determinado  pela  Regra  da  Mão  Direita,  para  completar  o  i-ésimo  sistema  de
referência.

  

Figura 3: Elos intermediários da cadeia

Sendo os sistemas de referência dos elos, fixados de acordo com a convenção,
as seguintes definições de parâmetros dos elos serão válidas:

• ai é a distância entre ˆ
iZ  e 1

ˆ
iZ + , que é medida ao longo do eixo ˆ

iX .

• ai é o ângulo de ˆ
iZ  e 1

ˆ
iZ + , que é medida ao longo do eixo ˆ

iX .
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• di é a distância de 1
ˆ

iX −  a ˆ
iX , que é medida ao longo do eixo ˆ

iZ .

• qi é o ângulo de 1
ˆ

iX −  a ˆ
iX , que é medida ao longo do eixo ˆ

iZ .

Assim sendo, pode-se determinar  um procedimento para  fixar  o  sistema de
referência.

1. Identifique os eixos das juntas e desenhe retas ao longo deles. Para as etapas
2 até 5, considere duas dessas retas vizinhas, ou seja, pertencem aos eixos i e
i + 1, por exemplo. 

2. Identifique  a  perpendicular  comum entre  eles  ou  o  ponto  de  intersecção.
Atribua a origem do sistema de referência do elo ao ponto de intersecção ou
ao ponto onde a perpendicular comum, encontra-se com o i-ésimo eixo.

3. Defina o eixo de ˆ
iZ  apontando ao longo do i-ésimo eixo de junta.

4. Defina o eixo ˆ
iX  apontando ao longo da perpendicular comum.

5. Defina o eixo îY  para completar o sistema de coordenadas, utilizando a regra
da mão direita. 

6. Atribua { 0 } para que se equipare a { 1 } quando a primeira variável de junta
for zero. Para { n }, escolha uma localização para a origem e direção  ˆ

nX ,
livremente,  em  geral  de  forma  que  o  máximo  possível  de  parâmetros  de
acoplamento seja b{ 0 }.

Exemplo: Braço planar de três elos, com três juntas rotacionais - Mecanismo RRR
(3R).

Figura 4: Mecanismo do tipo 3R
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Atribuindo  o  sistema  de  referência  aos  elos  do  mecanismo  e  definindo  os
parâmetros de Denavit-Hatenberg, tem-se:

• Definir o sistema de referência fixo { 0 }: fixo na base se alinha com sistema
de referência { 1 }, quando a primeira variável de junta (q1) é zero.

• Posicionar { 0 } como na figura 2 com 0Ẑ  alinhado com o eixo de junta l.
• Para esse braço, todos os eixos de junta são orientados de modo perpendicular

ao plano do braço.
• Como  este  braço  situa-se  num plano  com todos  os  Ẑ  paralelos,  não  há

deslocamento de elo, ou seja, todos os di são iguais a zero.
• Todas as juntas são rotacionais então em 0o, todos os eixos se alinham.
• Como os eixos juntas são paralelos, então os eixos  Ẑ  estão apontados para

fora do papel, ou seja, ai = 0.

Figura 5: Colocação do sistema de referência, no mecanismo do tipo 3R

Analisando a figura 3, obtêm-se a seguinte tabela de parâmetros.

Tabela 1: Parâmetros obtidos do mecanismo 3R

I ai-1 ai-1 di qi

1 0 0 0 q1

2 0 l1 0 q2

3 0 l2 0 q3
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CONCLUSÃO

Conclui-se,  então  que,  a  movimentação  e  o  posicionamento  de  um braço
robótico além de ser interdisciplinar, trabalham-se também os conceitos de Física, na
parte de Cinemática Direta. É mais uma aplicação no ensino de matrizes que pode ser
utilizada,  como  ferramenta  para  motivar  os  alunos  a  participar  das  aulas  e  se
interessar mais pelo conteúdo.

Nota-se que com um pouco de determinação e pesquisa, é possível trabalhar
conteúdos  ditos  de  difícil  modelação  matemática,  de  forma  a  fazer  com  que  o
interesse dos alunos pelo estudo venha de dentro para fora, tornando-se assim mais
prazeroso o estudo.

APPLICATIONS ABOUT MATRIX - MOVEMENT OF A ROBOTIC ARM

Abstract: the teaching of math is permeated of question like "where am i going
to use this content?" and this work has the intention of showing some aplications of
the matrices content, submitted to the students of high school, giving more emphasis
to  the  aplication  of  matrix  on  the  movimentation  of  the  robotic  arm  by  the
parameters of Denavit and Hatenberg. And this can become the most atractive and
motivational content ever, giving more interest for the study.

Keywords: Math. Matrices. Robotic Arm. Denavit-Hatenberg.
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